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Résumé. Nous proposons dans cette communication une méthode de construction
totalement automatique d’histogrammes irréguliers basée sur le principe du Minimum
Description Length. Couplée a une heuristique d’optimisation, notre approche permet une
construction en O(nlogn) pour n observations ce qui la rend applicable a des données trés
volumineuses, contrairement aux méthodes existantes de méme nature. Une évaluation
expérimentale sur des données synthétiques et réelles montre les atouts de notre approche
par rapport a celles de 1’état de 'art.

Mots-clés. Histogramme, estimation de densité, sélection de modele

Abstract. We present in this paper a new fully automated method for irregular
histogram construction based on the Minimum Description Length principle. Associated
to a greedy search heuristic, our method scales in O(nlogn) for n observations and can
applied to large scale data sets, contrarily to existing work. An experimental evaluation
on synthetic and real data shows the strengths and limitations of our approach compared
to state-of-the-art methods.
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1 Construction automatique d’histogrammes

Malgré leur défauts, les histogrammes restent un outil populaire d’estimation de densité,
notamment en raison de leur interprétation visuelle simple. Leur emploi systématique
est notamment facilité par 'utilisation de régles simples pour les construire : beaucoup
de logiciels statistiques se contentent de proposer des histogrammes réguliers, avec des
intervalles de longueurs égales, et de choisir le nombre d’intervalles au moyen de régles
simples comme la vénérable régle de Sturges [7] ou celle de Freedman-Diaconis [3|. Cepen-
dant pour des distributions complexes, comme celles a queues lourdes, des histogrammes
a intervalles de longueurs variables sont plus adaptés et il existe assez peu de méthodes
complétement automatique pour adapter aux données le nombre d’intervalles et les points
de coupure (cf [2, 5] pour deux états de 'art sur ces méthodes).

Nous proposons dans cette communication une nouvelle méthode de ce type. Comme
dans la plupart des travaux s’attaquant a ce probléme, nous considérons la construction



d’un histogramme comme un probléme de sélection de modeéle. Ce type de probléme
est généralement résolu par une stratégie de maximum de vraisemblance pénalisé. Les
pénalités retenues dans les méthodes les plus efficaces comme [5] s’appuient sur des résultats
théoriques mais aussi sur des considérations heuristiques et expérimentales.

Nous utilisons dans cette communication une approche similaire basée sur le principe
du Minimum Description Length (MDL) et notamment sur le « mazimum de vraisemblance
normalisé » utilisé dans [4] pour dériver un critére de sélection de modeéle (NML) adapté aux
histogrammes irréguliers. Ce critére donne des résultats convaincants sur des distributions
simples mais présente deux limitations : il dépend d’un paramétre de précision et son
optimisation est cotiteuse en temps de calcul.

Nous proposons dans cette communication un nouveau critére inspiré de NML et de type
MDL, qui 'améliore sur deux points. Tout d’abord, notre critére permet d’automatiser
le choix de la précision de représentation des données. D’autre part, il est plus rapide a
calculer que le NML. Nous proposons en outre une heuristique d’optimisation qui conduit a
une construction d’un histogramme en O(nlogn) pour n observations (contre un temps
polynomial pour NML).

Nous consacrons la suite de cette communication a la présentation du critére proposé
et a celle d'une évaluation comparative de ses performances comparées a I'état de I’art.

2 Histogrammmes G-Enum

2.1 Formulation du probléme

Nous considérons un échantillon de n observations z™ = (z1,...,x,) sur I'intervalle
[Zmin, Tmax)- On note € la précision de représentation des données : il s’agit du paramétre
a régler dans le NML. Chaque observation z; € 2" est approchée par un élément de

Zi:j cX = {xmin + tE,t = 0, ,E} ol F = —xmax _ Imin.

€
On considére des histogrammes construits a partir de la grille C obtenue & partir des
milieux de paires de valeurs consécutives de X', comme dans [4]

C={Tmmn+e€/2+tt=0,...,E—1},

avec ¢y = Tmin — €/2 et cx = Tmax + €/2. Ces points de coupure définissent E cellules
élémentaires de longueur €, que nous appelons e-bins (voir figure 1). Ils constituent les
¢léments de base des intervalles d’un histogramme : chaque combinaison de e-bins en K
intervalles, avec K allant de 1 a F, définit un modéle d’histogramme. Dans cet éventail de
possibilités, notre objectif est de sélectionner un ensemble de K — 1 points de coupure
C =(c1y..y¢5-1), ¢ € C tels que [Tmin — €/2, Tmax + €/2] soit partitionné en K intervalles
{[co, c1],]er, eal, .oy Jex—1, x|} adaptés & la distribution réelle des données (voir figure 1).
Chaque intervalle k£ a un effectif de hy observations et une longueur L, = ¢, — ¢_1, qui
est un multiple de € : Vk, 4 F,, € N* tel que Ly = Ej - €.
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FIGURE 1 — Un choix possible d’intervalles, avec leurs effectifs et longueurs

Un histogramme est entiérement défini par le choix du nombre d’intervalles, I’ensemble
des points de coupure qui les définissent et les effectifs associés.

2.2 Formalisation d’un critére granularisé pour les histogrammes

Les critéres proposés sont donnés sans justification dans la table 1 pour des raisons de
place. Ils sont obtenus en interprétant ’approche MDL comme une recherche de maximum
a posteriori. Chaque critére comprend un terme de vraisemblance et un terme de codage
ou d’a priori sur les paramétres du modéle (ici 'histogramme). Dans la table, ces deux
termes sont réorganisés pour faire apparaitre les différences entre les trois critéres.

Le critére Enum est directement issu de ce point de vue bayésien sur le MDL et préserve
certaines propriétés d’optimalité du Maximum de vraisemblance Normalisé [1]. Par rapport
au critére NML, il évite un terme complexe a calculer, log R}, la complexité paramétrique
[4]. En outre la pénalisation induite est croissante avec le nombre d’intervalles.

Afin d’automatiser le choix du seul paramétre des méthodes NML et Enum, nous intro-
duisons une version avec une granularité G & optimiser : un intervalle d’histogramme est
maintenant constitué de G g-bins, chaque g-bins étant elle méme constituée de g = %
e-bins. On découple ainsi la précision de représentation des données (les e-bins) de la
précision de représentation des histogrammes (les g-bins). On peut ainsi fixer € autour de
la précision machine, g étant optimisé dans la procédure de sélection de modele. Le critére
obtenu est baptisé G-Enum.

2.3 Heuristiques de recherche

L’algorithme de programmation dynamique proposé pour optimiser le critére NML
est optimal, mais il nécessite un temps de calcul en O(E?) |4]. Nous utilisons divers
heuristiques de recherche, s’appuyant notamment sur ’additivité des critéres et sur une
stratégie gloutonne de fusion d’intervalles adjacents. La complexité est ainsi réduite en
O(nlogn). Pour limiter 'impact de cette approche sur la qualité des histogrammes obtenus,
nous utilisons des post-optimisations heuristiques comme des découpages et combinaisons
des intervalles une fois un optimum local atteint.



TABLE 1 — Comparaison des termes entre critéres

Critére Termes d’indexation | Termes multinomiaux Termes d’indexation des
bins
E n" K
n
K
K—-1 !
Enum log*K + | log nt +log L Z hi log Ej
E+K—1 K-1 hil...hg! —
1
o ("))
K—-1 !
G-Enum | log*K + log*G +| log nt B +log % Zlf:l hi log Gy, + nlog g
1 G+K_1 K ]. h]_....hK.
Wy

3 Evaluation expérimentale

3.1 Protocole et métriques

Nous évaluons notre stratégie par comparaison avec une sélection de méthodes concur-
rentes automatiques (régles de Sturges et Freedman-Diaconis [3], taut strings [2], RMG [5]
et Bayesian blocks [6]) sur plusieurs échantillons de 6 types de distribution. Ces méthodes
sont testées sur des échantillons de tailles croissantes, allant de n = 10 & n = 10° ou
n = 106.

Les résultats sont comparés selon trois métriques : le nombre d’intervalles, le temps de
calcul et la distance de Hellinger par rapport au modéle de distribution. Afin d’évaluer la
variabilité des résultats, nous présentons les moyennes et les écarts types calculés sur un
total de 10 d’expériences pour une distribution donnée et une taille d’échantillon donnée.

3.2 Résultats clés

Comparaison entre méthodes MDL

Les histogrammes NML et Enum sont interchangeables en termes de nombre d’intervalles
et de distance de Hellinger, et ce quel que soit 1’algorithme choisi pour optimiser les
critéres. Toutefois, en termes de temps de calcul, il y a un avantage significatif a préférer
I’heuristique de recherche et les critéres énumeératifs plus simples. Les histogrammes G-Enum
prennent un peu plus de temps a calculer mais produisent des estimations légérement
meilleures en termes de distance de Hellinger et ne nécessitent pas de fixer ¢ de fagon
spécifique.



Comparaison avec d’autres méthodes de ’état de ’art (tables 2 et 3)

Les autres méthodes ont des meilleurs résultats dans les cas spécifiques pour lesquels
elles ont été congues. Bien qu’ils soient rarement en premiére place pour chaque type
de distribution, les histogrammes G-Enum sont toujours parmi les meilleurs estimateurs,
et ce sans la forte variabilité des autres méthodes. Parmi les histogrammes irréguliers,
G-Enum se distingue comme le plus parcimonieux en nombre d’intervalles. Il s’agit d’une
qualité importante pour I'analyse exploratoire car cela facilite 'interprétation des résultats.
G-Enum est également de loin la plus rapide des méthodes irréguliéres, ce qui la rend
adaptée aux jeux de données de grande taille.

Application a des jeux de données réels de grande taille

Une application a quelques jeux de données de grande taille (entre 1 a 25 millions
d’entrées) et de différents domaines (de tailles de cratéres lunaires jusqu’a durées d’appels
des clients Orange) montre que les histogrammes G-Enum constituent une méthode auto-
matique, efficace et robuste pour I’analyse exploratoire de données dont la distribution est
inconnue.
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TABLE 2 — Comparaison des distances de Hellinger sur différents jeux de taille n = 10*

Distribution G-Enum NML [4] BB [6] TS [2] RMG [5] FD [3] Sturges
Normale 0.045+6-10"4 0.046 + 0.002 0.047 £ 0.002 0.040 £0.002 0.034 £0.002 | 0.033 £ 0.002 0.055 £ 0.002
Cauchy 0.061 + 0.004 0.074 £ 0.003 0.064 +0.002  0.045+0.005 0.064 £0.001 | 0.138 £ 0.002 0.862 £ 0.036
Uniforme 0.024 £ 0.001 0.050 &£ 0.005 0.025+0.004 0.031+£0.015 0.029£0.011 | 0.082+0.011 0.028 £ 0.002
Triangle 0.039 + 0.002 0.038 +0.0025 0.039 4 0.001  0.08440.024 0.0844+0.029 | 0.0324+0.002 0.049+9-10"*
4 triangles 0.037 + 0.002 0.038 + 0.003 0.040 £0.003 0.078 +0.029  0.069 4 0.026 | 0.03240.002 0.043 +4-10"*
6 gaussiennes 0.057 + 0.002 0.059 + 0.002 0.060 +0.002  0.040 + 0.001  0.052 £ 0.002 | 0.060 + 0.001 0.142 +0.013

TABLE 3 — Comparaison des temps de calcul (en secondes) sur différents jeux de taille n = 10*

Distribution G-Enum NML [4] BB [6] TS [2] RMG [5] FD [3] Sturges
Normale 0.0144+0.003 2.724+0.283 5.785+0.479 0.014£0.002 1.23940.085 | 0.0024+2.10"% 6.10"4+£2.10~4
Cauchy 0.028 +£0.006 121.60+4.99 3.250£0.112 0.116 £0.205 0.906 & 0.107 | 0.009 & 0.014 0.001 4 0.003
Uniforme 0.015+£0.002 0.168+0.012 5.98940.167 0.0114+0.002 1.387+£0.139 | 0.002+3.10~% 6.10~*+2.10~*
Triangle 0.0144+0.005 0.169+£0.005 5.962+0.113 0.015+£0.002 1.291 +0.091 | 0.00242.10~* 6.10~*£2.10~*
4 triangles 0.01240.006  0.103£0.027 3.004 £0.245 0.013£0.006 0.95440.138 | 0.002 % 0.005 0.0+ 0.0

6 gaussiennes 0.01740.002  1.91+£0.085 4.165+£0.369 0.048 £0.005 1.056 +0.077 | 0.006 & 0.008 0.002 & 0.005

TABLE 4 — Comparaison du nombre d’intervalles sur différents jeux de taille n = 10*

Distribution G-Enum NML [4] BB [6] TS [2] RMG [5] FD [3] Sturges

Normale 16.30 £0.46 15.60+£1.02 15.90 £ 1.04 72.50 £ 4.41 39.70 £ 7.34 62.40 + 2.29 15.0£ 0.0
Cauchy 30.90+£2.43 23.60+1.02 29.40£1.56 144.90£9.26 29.50 + 1.57 110711.90 £ 132580.43  15.0 £0.0
Uniforme 1.0+0.0 2.80 +£0.60 1.30 £ 0.90 3.70 £ 5.44 1.70 £1.80 22.0£0.0 15.0 £ 0.0
Triangle 12.50£0.92 13.60£0.66 12.60 4+ 0.66 48.0 £ 5.85 33.70 £8.25 32.10 £0.30 15.0 £ 0.0
4 triangles 11.20+£0.75 12.00£0.77 10.90£0.70  42.30 +4.90 27.60 £ 8.0 30.80 £ 0.40 15.0 £ 0.0
6 gaussiennes 28.90+1.22 27.30+149 27.00+£2.00 134.90+9.37 100.40 & 11.60 66.40 £ 2.42 15.0 £ 0.0




