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Résumé. La sélection de variables et/ou la mesure d’importance des variables
en entrée d’'un modele de machine learning est (re)devenue le centre de nom-
breuses recherches du fait de la réglementation européenne sur la protection de
la vie privée. Avoir un bon modele ne suffit plus il faut aussi expliquer ses déci-
sions. Il existe de ce fait aujourd’hui de nombreux algorithmes d’intelligibilité.
Parmi ces derniers on trouve beaucoup , ces derniers temps, d’algorithmes d’es-
timation des valeurs de Shapley, une méthode d’intelligibilité reposant sur la
théorie des jeux coopératifs. Cet article propose une comparaison des valeurs de
Shapley dans le cas particulier du classifieur naif de Bayes avec un autre indica-

z

teur fréquemment utilisé “le poids de 1’évidence”.

1 Introduction

Il existe de nombreux algorithmes d’intelligibilité, souvent empiriques et parfois sans jus-
tifications théoriques. C’est 1a I'une des raisons principales pour lesquelles la bibliotheque
Python SHAP a été créée en 2017 par Scott Lundberg a la suite de sa publication (Lundberg
et Lee, [2017), pour proposer des algorithmes d’estimation des valeurs de Shapley, une mé-
thode d’intelligibilité reposant sur la théorie des jeux coopératifs. Depuis son lancement, cette
bibliothéque connait un succes grandissant, notamment grace a de meilleures justifications
théoriques et a des visualisations qualitatives.

On propose dans ce document une expression analytique des valeurs de Shapley dans le
cas particulier du classifieur naif de Bayes et une comparaison avec “le poids de I’évidence”.
Expliquer la prédiction a 1’aide des valeurs de I'un de ces indicateurs consiste a attribuer a
chaque variable d’entrée, plus précisément a chaque valeur décrivant I’individu considéré un
coefficient réel. Chacun de ces coefficients indique comment cette valorisation a contribué a
impacter la prévision.

2 Shapley pour le classifieur naif de Bayes

A notre connaissance il n’existe pas dans la littérature de calcul "analytique" des valeurs
de Shapley pour le classifieur naif de Bayes. Cette premiere section est donc dédiée a une
proposition de calcul de ces valeurs, en exploitant I’hypothese d’indépendance conditionnelle
des variables qui caractérise ce classifieur.
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2.1 Rappels sur le classifieur naif de Bayes

Le classifieur naif de Bayes (NB) est un outil largement utilisé dans les problemes de
classification supervisée. Il a pour avantage de se montrer efficace pour de nombreux jeux de
données réels (Hand et Yu, 2001). Cependant, I’hypothese naive d’indépendance des variables
peut, dans certains cas, dégrader les performances du classifieur. Aussi, des méthodes pro-
posant de réaliser de la sélection de variables ont vu le jour (Langley et Sagel |1994). Elles
consistent en la mise en place d’heuristiques d’ajout et de suppression de variables afin de
sélectionner le meilleur sous-ensemble de variables maximisant un critére de performance du
classifieur, selon une approche wrapper (Guyon et Elisseeff] 2003). I1 a ét€ montré par Boullé
(Boullé| [2007) que moyenner un grand nombre de classifieurs Bayésiens naifs sélectifs, réa-
lisés avec différents sous-ensembles de variables, revenait a ne considérer qu’un seul modele
avec une pondération sur les variables. La formule de Bayes sous I’hypothese d’indépendance
des variables conditionnellement aux classes devient :

P(Cy) [, P(Xi|Cy)"™"
S (PCH T, PXG|Cy)We)

ou W; représente le poids de la variable 7. La classe prédite est celle qui maximise la proba-
bilité conditionnelle P(C|X). Les probabilités P(X;|C;) peuvent étre estimées par intervalle
a ’aide d’une discrétisation pour les variables numériques. Pour les variables catégorielles,
cette estimation peut se faire directement si la variable prend peu de modalités différentes ou
apres un groupage dans le cas contraire.

P(Cy|X) = (1)

2.2 Définition et notations

On pose les notations suivantes :
* le classifieur utilise d variables : [d] = {1, 2, ...,d}
* pour un sous ensemble, u, de [d] on note |u/| la cardinalité de u
* pour deux ensembles u et r disjoints de [d] on pose u + r comme étant v U r
* pour un sous-ensemble u de [d], on désigne par —u = [d]\u, le complément de u dans
d
On définit une ’value function’ v(.) indiquant pour chaque sous ensemble de variables,
u, la “contribution” maximale qu’elles peuvent obtenir ensemble, c.a.d v(u), a la sortie du
classifieur. La valeur maximale (ou gain total) de la ’value function’ est quand a elle atteinte
lorsqu’on consideére toutes les variables, v([d]). La valeur de Shapley pour la variable j est
notée ¢;. Le théoréme de Shapley nous dit qu’il existe une unique répartition des valeurs de
Shapley satisfaisant les quatre propriétés suivantes :
— Efficacité
— o(d) =%, ¢
— le gain total est distribué sur I’ensemble des variables
— Symétrie
— siVu C [d] = {i, 5}, v(u+j) = v(u+1), alors ¢; = &
— si les variables ¢ et j apportent le méme gain a tout sous-ensemble de variables,
alors elles ont la méme valeur de Shapley
— Joueur nul
— siVu C [d] — {i}, v(u + j) = v(u), alors ¢; =0
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— si la variable ¢ n’apporte rien a n’importe quel sous-ensemble de variables, alors sa
valeur de Shapley est nulle
— Additivité
— si les d variables sont utilisées pour deux problemes de classification indépendants
A et B associés a va,vp, alors les valeurs de Shapley pour I’ensemble des deux
problémes sont la somme des valeurs de Shapley pour chaque probléme

2.3 Valeurs de Shapley pour le classifieur naif de Bayes
2.3.1 ’Value Function’

Dans le cas du NB on propose de prendre comme ’Value Function’ (cas d’un probleme de
classification a deux classes) le log ratio des probabilités :

_ og< P(C)TIL, POGIC)™ Zi&(P(cj)H?_1P<Xi|0j>”‘i>> ®
S (PCH T, PX|CHW)  P(Co) T, P(Xi|C)W
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= log P(C) [Ti, P(Xi|C)™ “
P(Co) I, P(Xi|Cy)W:

_ P(Ch) d ” P(X,|C1)

= log (P(Co)> +§le g<P(XZ-|CO)) "

Ce choix du log odd ratio comme ’value function’ est motivé par deux raisons (i) le log odd
ratio est en bijection avec le score produit par le classifieur selon une transformation monotone
(ii) le log odd ratio a une forme linéaire qui simplifie les calculs.

Pour un sous ensemble, u, de variables[ﬂ:

u’

v(u) = Ex_|x,=a, [LR(Xy = 25, X_4)] 6)

LN

qu’on écrira de maniere "simplifiée" par la suite

v(u) = E[(LR(X)[ Xy = 27,)] @)

11 s’agit d’un proxy de I’information sur la cible apportée par v au point X = x*. Il va de soi
que cette formulation ne vaut que dans le cas de variables indépendantes conditionnellement a
la cible ce qui, heureusement, est le cas supposé dans la formule du classifieur naif de Bayes.

On a donc pour un point (exemple) d’intérét zx

— v([d]) = LR(X = z*)

— v(0) = Ex [LR(X)] = Ex [log(5(Z3)

1. sur les covariables en u, nous faisons une moyenne sur la distribution conditionnelle de X_,, étant donné
Xu =Ty
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2.3.2 Valeurs de Shapley

Par définition des valeurs de Shapley (Shapley et Shubik, |1954) on a pour une variable m :

¢m:1 Z w, 8)

d u€E—m (d|;\1)

Pour obtenir ¢,, il faut donc calculer, pour un sous ensemble de variables dans lequel la
variable m n’apparait pas, la différence de gain v(u + m) — v(u). Cela permet de comparer le
gain obtenu par le sous ensemble de variables avec et sans la variable m, afin de mesurer son
impact lorsqu’elle "collabore" avec les autres. On doit donc calculer v(u + m) — v(u) dans
le cas du classifieur naif de Bayes. Si cette différence est positive, cela signifie que la variable
contribue positivement. A I’inverse, si la différence est négative, cela signifie que la variable
pénalise le gain. Enfin, si la différence est nulle, cela indique que la variable n’apporte rien.

En suivant I’exemple de [Lundberg et Lee|(2017)) et le Corollaryl avec un modele linéaire
dont les covariables sont le log odd ratio comme ‘value function’ on peut décomposer les sous
ensembles de variables en 3 groupes {u}, {m}, —{u + m}.

Calcul de v(u) : Sur {u}, nous conditionnons sur X,, = z,, tandis que sur {m}, {u+m},
on fait un moyennage Par conséquent on a

v(u) = E[LR(X)| X, = 27,)] ©)
= log(P(Y1)/P(Yo))

P(Xk = mk*‘Yﬁ

+ E wlog <_ "

k(kew) P(X = 2*[Yo)
P(X,, = a:m|Y1)>}

+wnEx,, {P(Xm = m)log <P(X = 2 |Y0)

+ Z wrEx, [P(X;C = xy)log (
k(ke—{u+m})

P(Xk = l‘k|Y1)
P(Xy, :$k|Y0))>}

(10)
Calcul de v(u + m) : La seule différence c’est que 1’on conditionne aussi sur X,
v(u+m) =E [LR(X)|Xuim = T y)] (11)
= log(P(Y1)/P(Y))
P(Xk = ,Tk*‘yl)
+ Z wilog (_*
k(kew) P(X, = z3|Yo)

oo (=2 )

+ ) wEx, [P(Xk - ack)log<

P(Xy = a* V1) )}
k(k€—{u+m})

P(X}, = z1*|Yo)

12)
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On a donc v(u + m) — v(u) :

ot m) —o(u) = i (1 (BB ZE) [, = g (M?L)

ce qui correspond a la différence entre le contenu de I’information de X,,, conditionnée a
X = a7, et’entropie conditionnelle de la variable X,,. Autrement dit, comme 1’entropie est
une espérance, il s’agit de I’apport en information de la variable X,,, pour la valeur X,,, =z},
de I’instance considérée, contrasté par I’apport moyen sur I’ensemble de la base. On voit aussi
que v(u+m) — (u) (dans le cas du NB) ne dépend que de m ; la sommation (voir Equation [g))
est donc égale a I’équation |13 Equation qui peut étre réécrit (on omet juste le produit par w,;)
sous la formef] :

R R e G|
[ (o= )~ [P0 =20 (= )] 09

Résultat : 1’équation (13| fournit donc ’expression analytique de la valeur de Shapley.
On s’apercoit que dans le cas du classifieur naif de Bayes on obtient une formulation exacte
(non approchée) qui est, de plus, peu coliteuse en temps de calcul dans le cas ou les variables
numériques (réciproquement catégorielles) ont été préalablement discrétisées (groupage de
modalités).

3 Comparaison avec le “poids de I’évidence”

Dans le cas du classifieur naif de Bayes ainsi que celui de la régression logistique (Hosmer
et Lemeshowl, [2000) il existe un certain nombre de méthodes "usuelles" de calcul d’importance
des variables. Le lecteur pourra trouver dans (Robnik-Sikonja et Kononenko} 2008) un large
panel de ces indicateurs. Cette section présente le “weight of evidence” et une comparaison
avec les valeurs de Shapley proposées dans la section précédente.

Le "Weight of evidence" (WoE) (Good,|1950) est parmi les indicateurs les plus utilisés. On
utilisera cet indicateur aussi a titre de comparaison car comme nous le verrons plus tard, cet
indicateur est proche de 1’équation présentée ci-dessus (équation[I3)). La différence principale

o (3) -l

log(A) + log (é) _E {P(X) (log(A +log (

2. Eneffet: I’ équationest de la forme

= (14)

)
) = 15)
)
)

log(A) + log (%) E[P(X)log(A)] — E [ log( - (16)

o (3) o1 (3) = o ()] - o
o (3) el (] o () o

| = m\Hv SV

= an
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-
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réside dans la valeur de référence. Dans 1’équation [I3] on peut s’apercevoir que le deuxieéme
terme utilise une référence vis-a-vis de I’ensemble de la population alors que dans le WoE
utilise une référence en zéro. On donne ci-dessous la définition du WoE (dans le cas a deux
classes) qui est un log odds ratio calculé entre la probabilité de la sortie du modele et cette
derniere privée de la variable X,

P P(v;|X)
_ 1-p | _ P(Yp|X) _ P(Y1|X) P(Y1]X\Xm)
o) =t (152) =t (ww) - (5~ (Fpeory) @

1—a P(Yo|X\Xm)
P(Y1|X)

_ P(YolX) _ (Y| X) P(Yo| X\ Xom)

(WoEhn = 1oy | ey ) | = (10 (ZR RS ) )@
P(Yo|X\Xm)

P() [T POGIYD)| POYG) [Ty i P(Xa1Y0)]
(WoE);, = wn, | log y 22)

P(Yo) [T, P(XilY0)] P(V) [Ty i PXiI1)]

par simplification du numérateur et du dénominateur :
P(X,, = z},|Y1)

WoE)y, = wm (1 —n < 23
(WoE) =, (1o (=2t e3)

On notera que "priver" le classifieur naif de Bayes d’une variable est équivalent a mener un
calcul de "saliency" tel que proposé dans (Lemaire et Clérot, 2006) et qui prend en compte la
distribution de probabilité de la variable X,,. En effet il suffit pour priver le classifieur (dans le
cas du naif de Bayes) de la variable X, de recalculer la moyenne des prédictions du classifieur
pour toutes les valeurs possible de la variables X, tel que démontré dans (Robnik-Sikonja et
Kononenko, 2008)).

Lienen (WoFE),, et ¢,, : on peut donc voir que c’est la référence qui change. Dans 1’équa-
tion[I3]on peut s’apercevoir que le deuxiéme terme pose une référence vis-a-vis de I’ensemble
de la population alors que le WoE pose une référence en zéro.

En effet si on pose que la variable X,,, possede k valeurs distinctes Robnik et al. (Robnik-
Sikonja et Kononenkol 2008 on montré que le calcul de saliency de (Lemaire et Clérot, 2006)
est exact dans le cas du naif Bayes et revient bien a "effacer" la variable X, :

: P<Y.‘Xva:Xq)
P(Y|X\Xp) = ;P(Xm = X,) PIX. X =X, (24)
: TOPXY) | P(Xm = X,|Y)
: = P(Xn = Xg) P(X = X,[Y)
P(Y|X\Xm) - Eémp (X;|Y) <q_1 PlX, = X)) (25)
d
P(Y|X\X) H P(X;|Y) (26)
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avec P(Y|X, X,,, = X,) étant P(Y'|X') mais ou la valeur de la variable X, a été rempla-
cée par une autre valeur de sa distribution X,.
Ce dernier résultat est intéressant car a 1’aide de 1I’équation 25 on peut réécrire 1’équation

21len :

(Vo) = (1o (Pé&"iﬁigiﬁ?(\}fﬁ)))

1=1,i#m q=1

d k
(1) HP(X |Y1)> (P(YO) [I P&XilYo)d  P(Xm :Xq|Y0))

(WoE),, = wmlog< y -
< (Yo) HP(X |Yg)> (P(Yl) I P(Xin)ZP(Xm:XﬂYl))

i=1,i%m g=1
—w 0 P(Xm—x |Y1)Zq 1P(Xm:X |YO)
(WoE)m = wp, (Z 9 (p(Xm x5, |Yo) Zq (P(Xm =X |y1)>>
- o P(Xn = a7,[Y1) 2 g1 P(Xm = Xq[Yo)
(WoE)m = wm (Z g (P(Xm — :cho)> +log (ZS_I X, = qu)>> 27)
o= (1o (2 =525 ) + o (1)) S

Ce résultat permet peut étre de mieux comprendre pourquoi le WoE est référencé en zéro.
De plus en comparant 1’équation 28] et 1’équation [I3] on voit bien I’effet de prendre comme
’value function’ comme étant la sortie du classifieur dans le premier cas (WoE) alors que c’est
I’odds dans le deuxieme cas (Shapley).

On voit ci-dessus que la différence entre ¢,,, (equation[I3)) et WoE provient du fait que dans
le premier cas on calcule une espérance sur la variation du log ratio (P(Y1|X)/P(Yo|X) alors que
dans le deuxiéme cas cette espérance n’est calculée que sur les variations de f(X) = P(Y1]X)
(ou réciproquement P(Yy|X)).

4 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une méthode de calcul analytique des valeurs de Sha-
pley dans le cas du classifier naif de Bayes. Cette méthode exploite I’hypothese d’indépendance
des variables conditionnellement a la cible pour obtenir la valeur exacte des valeurs de Shapley
avec une complexité algorithmique linéaire avec le nombre des variables. Contrairement aux
méthodes d’évaluation/approximation alternatives, on exploite des hypotheses parfaitement
conformes au classifieur sous-jacent et on évite les méthodes d’approximation particuliere-
ment coliteuses en temps de calcul.
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Summary

Variable selection and/or importance measurement of input variables to a machine learning
model has become the focus of much research due to the European regulation on privacy
protection. Having a good model is no longer enough, one must also explain its decisions.
Therefore, there are many intelligibility algorithms available today. Among these, there are
many algorithms for estimating Shapley values, a method of intelligibility based on the theory
of cooperative games. This article proposes a comparison of Shapley values (in the particular
case of the Naive Bayes Classifier) with a frequently used indicator: the weight of evidence.
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