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Résumé. Dans le domaine de |’ apprentissage supervisé, les méthodes de discrétisation des attributs continus partitionnent un domaine
numeérique en un nombre fini d'intervalles, en recherchant un compromis entre valeur informationnelle et valeur prédictive de la partition
formée. La méthode Khiops optimise le critére du Khi2 globalement sur I’ ensemble du domaine de discrétisation, alors que les méthodes
apparentées ChiMerge et ChiSplit optimisent ce critére localement & deux intervalles adjacents. Nous proposons ici une évolution majeure de
I"algorithme de discrétisation Khiops permettant de contréler a priori le risque de sur-apprentissage et d’améliorer ainsi significativement la
robustesse des discrétisations produites. Cette amélioration se base sur I’ éude de la statistique des variations de la valeur du Khi2 lors de
regroupements de lignes d’'un tableau de contingence et sur une modélisation du comportement statistique de I’ algorithme Khiops. Cette
modéisation, vérifiée expérimentalement, permet d’améliorer I’algorithme de discrétisation en offrant des garanties concernant le sur-
apprentissage. Des expérimentations intensives ont é&é menées sur de nombreux jeux de données de nature différente, afin de comparer la
méthode Khiops avec d’ autres méthodes de discrétisation de référence en prenant en compte plusieurs critéres tels la performance prédictive,
larobustesse ou lataille des discrétisations. Une analyse multi-criteres des résultats démontre les bonnes performances de la méthode Khiops,
tout en apportant un éclairage intéressant sur la problématique générale de la discrétisation.
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HISTORIQUE

Septembre 2001 NT/FTR&D/7339 : Khiops : « Discrétisation des attributs numériques pour le Data Mining »
- Note technique présentant la premiére version de la méthode K hiops

Novembre 2002 NT/FTR&D/7864 : « Amélioration de la robustesse de la méthode de discrétisation Khiops par
contréle de son comportement statistique »
- Chapitres 2 et 3: Simplification de la rédaction des chapitres originels sur la présentation de la méthode Khiops
initiale et sur sa comparaison théorique avec ChiMerge et ChiSplit
- Chapitre 4 : Nouveau chapitre introduisant les améliorations de la méthode
- Chapitre 5 : Remplacement du chapitre précédent sur les expérimentations sur des jeux de données théoriques par
un chapitre portant sur des expérimentations sur des bases réelles avec une analyse multi-critéres des résultats
- Annexe6 : inchangé par rapport alaversion précédente
Principal es modifications apportées ala méthode Khiops initiale :
- Le contrdle du sur-apprentissage est désormais garanti de facon théorique (chapitre 4.2), aors qu'il était
auparavant géré de fagon heuristique en imposant un effectif minimum par intervalle.
- Des expérimentations comparatives intensives ont été menées, donnant lieu a une analyse multi-critéres des
résultats (chapitre 5).
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1 Introduction

La discrétisation des attributs numériques est un sujet largement traité dans la bibliographie (Zighed et Rakotomalala 2000).
Une partie des modéles d’ apprentissage est basée sur le traitement des attributs a valeurs discrétes. |l est donc nécessaire de
discrétiser les attributs numériques, ¢'est a dire de découper leur domaine en un nombre fini d'intervalles identifiés chacun par
un code. Aingi, tous les modéles prédictifs a base d arbre de décision utilisent une méthode de discrétisation pour traiter les
attributs numériques. C4.5 (Quinlan 1993) utilise le gain informationnel basé sur I’ entropie de Shannon, CART (Breiman 1984)
utilise I'indice de Gini (une mesure de I'impureté des intervalles), CHAID (Kass 1980) s appuie sur une méthode de type
ChiMerge, SIPINA utilise le critére Fusinter (Zighed 1998) basé sur des mesures d' incertitude sensibles aux effectifs.

Parmi les méthodes de discrétisation, il existe des méthodes descendantes et ascendantes. Les méthodes descendantes
partent du domaine numérique complet a discrétiser et le coupent en deux récursivement. L es méthodes ascendantes partent des
intervalles élémentaires mono-valeur et les fusionnent itérativement. Certaines de ces méthodes nécessitent un paramétrage
utilisateur pour modifier le comportement du critére de choix du point de discrétisation ou pour fixer un seuil pour le critére
d arrét. Le probléme de la discrétisation est un probléme de compromis entre qualité informationnelle (intervalles homogénes
visavis de lavariable a prédire) et qualité statistique (effectif suffisant dans chaque intervalle pour assurer une généralisation
efficace). Les critéres de type Khi2 privilégient |’ aspect statistique tandis que ceux basés sur la mesure de I’ entropie privilégient
I"aspect informationnel. D’ autres critéres (indice d' impureté de Gini, mesure d’incertitude de Fusinter...) tentent de concilier
les deux aspects en étant & la fois sensible aux effectifs et ala distribution de la variable & prédire. Le critere MDL (Minimum
Description Length) (Fayyad 1992) est une approche originale qui cherche & optimiser la quantité totale d’ information contenue
dans le modéele et |es exceptions au modele.

Nous présentons une nouvelle méthode de discrétisation appelée Khiops. Il s'agit d’une méthode ascendante basée sur
I’optimisation globale du Khi2. Les méhodes existantes les plus proches sont les méthodes descendantes et ascendantes
utilisant le critére du Khi2, mais de fagon locale. La méthode descendante basée sur le Khi2 est ChiSplit. Elle recherche le
meilleur point de coupure d'un intervalle, en maximisant le critére du Khi2 appliqué aux deux sous-intervalles de part et d’ autre
du point de coupure: on coupe un intervale s les deux sous-intervalles présentent des différences significatives
statistiquement. Le critére d’ arrét est une probabilité d’indépendance maximum a respecter (calculée d apréslaloi du Khi2). La
méthode ascendante basée sur le Khi2 est ChiMerge (Kerber 1991). Elle recherche la meilleure fusion d'intervalles adjacents
en minimisant le critére du Khi2 : on fusionne deux intervalles adjacents s'ils sont similaires statistiquement. Le critere d’ arrét
est une probabilité d’indépendance minimum a respecter (calculée d’ apréslaloi du Khi2).

La méthode Khiops commence la discrétisation a partir des intervalles él@mentaires réduits a un individu. Elle évalue toutes
les fusions d'intervalles adjacents et choisit celle qui maximise le critére du Khi2 appliqué a la distribution de I’ ensemble des
intervalles. Le critere d’ arrét est basé sur la probabilité d'indépendance associée au Khi2. La méthode s arréte automatiquement
des que la probabilité d'indépendance ne décroit plus. La méthode Khiops optimise un critére d’' évaluation global de la partition
du domaine en intervalles, et non un critere local appliqué a deux intervalles adjacents comme dans ChiSplit ou ChiMerge. Son
absence compléte de paramétrage la rend trés souple a utiliser et permet d aboutir a des partitions de grande qualité sans
intervention utilisateur. En dépit de cette approche globale, I' agorithme associé ala méthode Khiops est en Nlog(N) ou N est le
nombre d'instances a discrétiser. Cette complexité algorithmique est la méme que pour I’ algorithme ChiMerge optimise.

Le partitionnement réalisé lors d'une discrétisation constitue un modéle prédictif @émentaire basé sur un seul attribut
descriptif, en prédisant dans chaque intervalle la modalité cible majoritaire. Une méthode de discrétisation peut ainsi étre
considérée comme un algorithme inductif, soumis intrinséquement au risgue de sur-apprentissage. Bien que connu, ce probléme
de sur-apprentissage n'a pas été analysé ni pris en compte de fagon approfondie pour le probléme de la discrétisation
supervisée. Dans le cas de I'algorithme Khiops, un effectif minimum par intervalle permet de réduire le risque de sur-
apprentissage. La valeur choisie pour cet effectif minimum est la racine carrée de la taille de I’ ensemble d apprentissage. Ce
choix empirique permet d’assurer a la fois une améioration de la fiabilité statistique (effectif des intervalles) et de la valeur
informationnelle (nombre d'intervalles potentiels) quand la taille de I’ ensemble d’ apprentissage augmente. Nous proposons ici
une amélioration significative de I'algorithme, qui permet un contréle réel (et non plus empirique) de la qualité des
discrétisations. Le principe utilisé repose sur I'analyse du comportement de I’ algorithme en présence d'un attribut numérique
indépendant de I’ attribut & prédire. Nous avons étudié la statistique de la variation du Khi2 lors de la fusion de deux intervalles,
puis modélisé I’ algorithme Khiops en termes de fusions d'intervalles, et enfin proposé une estimation de la variation maximale
du Khi2 obtenue lors de la discrétisation d'un attribut indépendant de I'attribut & prédire. Cette estimation, vérifiée
expérimentalement, permet alors de modifier |'algorithme Khiops en le contraignant a accepter toute fusion d'intervalle
entrainant une variation du Khi2 inférieure & la variation maximale théorique calculée. Cette améioration permet de garantir
d'une part que les discrétisations d'un attribut indépendant de I’ attribut & prédire aboutissent a un seul intervalle terminal,
d autre part que les discrétisations aboutissant a plusieurs intervalles correspondent a des attributs ayant un intérét prédictif réel.

Afin d' évaluer la méthode Khiops et de la comparer a plusieurs autre méthode de discrétisation, hous avons procédé a des
expérimentations intensives sur des bases de test provenant de I'UCI Irvine (Blake 1998). Nous avons pris en compte plusieurs
criteres d' évaluation, qui sont principalement la performance prédictive, la robustesse (dégradation de la performance entre
apprentissage et test), la taille des discrétisations et e comportement vis a vis des attributs bruités. Une analyse multi-critéres
des résultats permet de comparer en détail les différentes méthodes et |a sensibilité a leur paramétrage. Cette évaluation en
profondeur montre que la méthode Khiops est notablement performante sur I’ ensemble des critéres considérés.

’ La communication de ce document est soumise a autorisation de France Télécom R&D. ’
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L e reste du document est organisé de la fagon suivante.

La partie 2 présente |’algorithme Khiops initial et ses propriétés fondamentales. La partie 3 compare la méthode Khiops
avec les méthodes apparentées ChiMerge et ChiSplit d'un point de vue théorique. La partie 4 présente les améliorations
apportées a la méthode, notamment en se basant sur une analyse de la statistique du comportement de I’ algorithme. La partie 5
procede a des expérimentations comparatives permettant une évaluation multi-critéres des méthodes de discrétisation. L’ annexe
étudie les problemes de sensibilité numérique liés al’ approximation de laloi du Khi2.

2 Laméthode dediscrétisation Khiopsinitiale

2.1  Letest duKhi2: principes et notations

Il s'agit de tester I’ hypothése d’indépendance entre un attribut descriptif et un attribut cible. Dans un premier temps, toutes
les instances du jeu de données sont résumées dans un tableau de contingence, qui contient pour chague paire de valeurs
descriptive et cible la fréquence (nombre d'instances) correspondante. La valeur du Khi2 est calculée a partir du tableau de
contingence, en se basant sur les notations présentées dans le tableau 1.

Tableau 1 : Tableau de contingence utilisée pour le calcul de lavaleur du Chi2

n,: Fréquence observée pour la i*™ valeur descriptive Al B| C|Totd
et laj™™ valeur cible al n,| n,| n.| n
n: Fréguence totale observée pour lai™ valeur descriptive bl n,| n,| n, n,
n;: Fréquence totale observée pour laj*™ valeur cible c|l n,| n,| n.| n
N: Fréquence totale observée d n,| n,| ng| n,
I: Nombre de valeurs descriptives el n,| n,| ng| n
J Nombre de valeurs cibles Totad n, n, n, N

1 2 3

Soit e, = n*n/N. g, represente la fréquence attendue pour la cellule (i,j) du tableau de contingence dans le cas ou les
attributs descriptif et cible sont indépendants. La valeur du Khi2 est une mesure sur I'ensemble du tableau de contingence de la
différence entre les fréquences observées et les fréguences attendues. Elle peut étre interprétée comme une distance a
I" hypothése d’indépendance entre | es attributs.

Khi2= 22—(n” i
i €
Sous I" hypothése nulle d’indépendance, la valeur du Khi2 suit une loi du Khi2 a (I-1)*(J1) degrés de liberté. Ceci constitue
le fondement d’'un test statistique permettant de rejeter |"hypothése d’'indépendance. Plus la valeur du Khi2 est importante,
moins |" hypothése d'indépendance est probable.

2.2 Algorithme Khiops

Le test du Khi2 est a la fois sensible aux effectifs et aux proportions des modalités cibles. 1l s'agit donc d'un critére
intéressant a priori pour les méthodes de discrétisation. Laloi du Khi2 dépend du nombre de modalités (par le paramétrage du
nombre de degrés de liberté). Cependant, en passant de la valeur du Khi2 alavaleur de la probabilité d'indépendance associée,
on peut comparer deux discrétisations basées sur des nombres d' intervalles différents.

On va chercher aminimiser la probabilité d’ indépendance entre laloi discrétisée et laloi cible en passant par laloi du Khi2.
Les conditions d application du test du Khi2 imposent que I'on ait un effectif théorique minimum dans chaque cellule du
tableau de Khi2. Cette contrainte devra étre prise en compte dans I’ optimisation.

La méthode d’ optimisation utilisée est une méthode gloutonne de type ascendante. On part des intervalles élémentaires, et
I’on recherche la meilleure fusion possible, c'est a dire celle qui entraine en priorité un meilleur respect des contraintes
d effectifs minimum, et a respect de contrainte égal, celle qui minimise la probabilité d'indépendance entre loi discrétisée et loi
cible. On s'arréte quand toutes les contraintes sont respectées et qu’ aucune fusion supplémentaire ne diminue la probabilité
d'indépendance entre loi discrétisée et loi cible.

La communication de ce document est soumise a autorisation de France Télécom R&D.
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Algorithme Khiops
e Initidisation

. Tri desvaleursde laloi source

. Création d'un intervalle é émentaire par valeur de laloi source

. Calcul de la probahilité d'indépendance entre laloi discrétisée et laloi cible
e  Optimisation de la discrétisation

. Répéter

e Evaluer toutes les fusions possibles d' intervall es adjacents
v" Calcul du Khi2 associé alanouvelle loi discrétisée résultant de lafusion
e Chercher lameilleure fusion
v" Fusions améliorant le respect des contraintes en priorité
v' Maximum du Khi2
e Evauer lacondition d’ arrét
v' Arréter si toutes les contraintes sont respectées ou si la probabilité d’indépendance augmente suite ala fusion
v Continuer sinon (et effectuer lameilleure fusion)

A lafin de I'agorithme, on définit un indicateur de qualité de la discrétisation ProbLevel en se basant sur la probabilité
d'indépendance entre | attribut discrétisé et I’ attribut cible.
ProbLevel = —10g,, (P(Khizﬁ,m, )) (si discrétisation a plusieurs intervalles, 0 sinon).

2.3  Effectif minimum par intervalle

La convention la plus courante est d’exiger que les effectifs théoriques soient au moins égaux a 5 pour chague case du
tableau de contingence. Cette convention doit étre respectée pour des raisons de fiabilité de la loi du Khi2. Cet effectif
théorique minimum par case est équivalent a un effectif minimum par ligne du tableau du Khi2, et donc a un effectif minimum
par intervalle de la discrétisation.

Dans le cadre de la discrétisation, on procéde a des regroupements de valeurs adhoc en espérant approximer les proportions
des modalités cibles a partir des régularités observées dans |’ échantillon. Ces régularités proviennent en fait non seulement de la
loi de distribution, mais également du hasard lié a I'échantillon. Afin de ne pas se baser a tort sur des régularités qui
proviendraient uniquement du hasard, ¢’est a dire de “sur-apprendre” I’ échantillon, une solution est d’ augmenter la valeur de
I’ effectif minimum par intervalle, afin de lisser les effets du hasard. On prendra pour valeur de I’ effectif minimum par
intervalle la racine carrée de la taille de I'échantillon. Cette valeur permet d'une part d’améliorer la fiabilité statistique de
I’ évaluation de laloi de distribution sur chaque intervalle discrétisé, d' autre part d’ augmenter le nombre d'intervalles potentiels
et donc lafinesse de la discrétisation quand la taille de I’ échantillon augmente.

En définitive, on prendra pour effectif minimum par intervalle le maximum du résultat des deux calculs précédents pour
assurer alafoislafiabilité statistique du test du Khi2 et prévenir les problémes de sur-apprentissage.

24  Exemple

On vaillustrer le déroulement de I’ algorithme sur la base Iris provenant des bases d’ apprentissage de I’UCI Irvine (Blake
1998). La base Iris est composée de 150 instances. Les instances, représentant des fleurs de la famille des Iris, sont décrites par
5 attributs :
sepal length encm
sepal width encm
petal length en cm
petal width en cm
class: Iris setosa, Irisversicolor, Irisvirginica

La variable a prédire est la classe. On va discrétiser |'attribut sepal width, qui étant le moins corrélé avec la variable cible
est le plusintéressant pour illustrer la méthode. L e tableau de contingence associé aux valeurs de |’ attribut sepal width est décrit
dans le tableau 2.
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Tableau 2 : Tableau de contingence pour I attribut sepal width de la base Iris. Evaluation des fusions.

Iris Iris Iris |Tota Merged Chi-square
Sepal width | versicolor | virginica | setosa Interval | merge value
2.0 1 0 0 1 ] - ; 2.25] 87.86
2.2 2 1 0 3 12.10; 2.35] 87.44
2.3 3 0 1 4 12.25; 2.45] 87.72
2.4 3 0 0 3 12.35; 2.55] 85.09
25 4 4 0 8 12.45; 2.65] 88.18
2.6 3 2 0 5 ]2.55; 2.75] 88.33
2.7 5 4 0 9 ]2.65; 2.85] 87.83
2.8 6 8 0 14 12.75; 2.95] 84.49
2.9 7 2 1 10 ]2.85; 3.05] 83.18
3.0 8 12 6] 26 ]2.95; 3.15] 87.03
31 3 4 5| 12 ]13.05; 3.25] 88.29
3.2 3 5 5| 13 13.15; 3.35] 88.12
3.3 1 3 2 6 13.25; 3.45] 84.86
3.4 1 2 9 12 13.35; 3.55] 87.20
35 0 0 6 6 13.45; 3.65] 87.03
3.6 0 1 2 3 13.55; 3.75] 87.36
3.7 0 0 3 3 ]13.65; 3.85] 87.03
3.8 0 2 4 6 13.75; 3.95] 87.36
3.9 0 0 2 2 13.85; 4.05] 88.36
4.0 0 0 1 1 13.95; 4.15] 88.36
4.1 0 0 1 1 14.05; 4.25] 88.36
4.2 0 0 1 1 14.15; +oo [ 88.36
4.4 0 0 1 1
Totd 50 50 50/ 150

Lors de Iinitialisation, on congtitue les 23 intervalles élémentaires]- «; 2,1], ]12,1; 2,25] ... 14,15; 4,3], 14,3; +oo[. La valeur
du Khi2 associée est de 88,36. En prenant la loi du Khi2 a 44 degrés de liberté correspondante (44=(23-1)*(3-1)), on obtient
une probabilité d’ indépendance de 8,3 10°. On calcule aors le Khi2 résultant de chaque fusion d’intervalles. Par exemple, la
fusion des intervalles ]--o; 2,1], 12,1; 2,25] donne un nouvel intervalle J-oo; 2,25] et le Khi2 résultant de la nouvelle table (avec
un intervalle en moins) a une valeur de 87,86. On cherche alors la fusion qui maximise le Khi2. Ici, la valeur max du Khi2
résultant d’ une fusion est de 88,36, atteinte par exemple pour lafusion des deux derniers intervalles 14,15; 4,3] et 14,3; +oo[. En
prenant la loi du Khi2 a 42 degrés de liberté correspondante (il y a un intervalle en moins), on obtient une probabilité
d’indépendance de 3,8 10°. La probabilité d’indépendance diminuant, la discrétisation est améliorée et on réalise la fusion
correspondante. On recommence ces étapes tant qu’il y aamélioration de la discrétisation.

Le tableau 3 illustre la liste des étapes successive de |la méthode de discrétisation. Pour chaque intervalle constitué, on a
rappelé les effectifs observés correspondants. Au départ, les intervalles sont fusionnés pour arriver a respecter la contrainte des
effectifs minimaux par intervalle, tout en optimisant le critére de discrétisation. Une fois la contrainte satisfaite, les fusions
d'intervalles se font uniquement pour optimiser le critere de discrétisation. Comme les trois modalités cibles sont
équidistribuées, il faut un effectif ligne observé de 15 pour satisfaire la contrainte d' effectif théorique par case de 5. Cette
valeur étant supérieure a racine de 150 (contrainte pour éviter le sur-apprentissage), on utilise ici un effectif minimum par
intervalle de 15.

La communication de ce document est soumise a autorisation de France Télécom R&D.




NT/FTR&D/7864 8/48

Tableau 3 : Fusions successives des intervalles pour arriver a une discrétisation en trois intervalles

Sepal Iris Iris Iris |Tota
width |versicolor|virginica| setosa

2.0 3100 911 34-21-2

2.2

2.3 6-0-1

2.4

2.5 12-10-0| 18-18-0|25-20-1

2.6 8-6-0

OO0 [W(d W

2.7

2.8

=
N

NN O|IO|F|O

2.9

=
o

3.0

-
N
N
(o2}

15-24-18

31

=
N

6-9-10| 7-12-12

32

33

(o))

34

=
N

1-2-15 1-5-24| 1-5-30

35

3.6 0-1-5| 0-3-9

3.7

38

39 0-0-6

4.0 0-0-2f 0-0-4

4.1

4.2 0-0-2

OO0 I0C0I0CC0OIPIPWWXNODAW|DWW|N|EF
PRPRPIEPINBPONOODIONONOGAO®FLIOOCIO|I00C|FL|O|OC
=
w

OO0 0CIOINIOFPIOINW|IO|DS

PRPRPIEPINOIWW®

4.4

Totd

6]
o
o]
o
6]
o

150

Au bout d’ une vingtaine d' étapes, on arrive alaloi discrétisée du tableau 4:

Tableau 4: Tableau de contingence pour I’ attribut sepal width discrétisé de labase Iris

Iris Iris Iris | Total Merged Chi-sguare
Sepal width| Versicolor | virginica | setosa Interval | Mergevalue
] -o0 ; 2.95] 34 21 2| 57 ] -0 ; 3.35] 54.17
[2.95; 3.35] 15 24 18| 57 ]2.95; +o0 ] 43.97
[3.35; +oo 1 5 30 36
Tota 50 50 50/ 150

Le Khi2 associé alaloi discrétisée a une valeur de 70,74, ce qui correspond & une probabilité d’ indépendance de 1,66 10™
(loi du Khi2 a 4 degrés de liberté). Deux fusions d'intervalles sont encore possibles. La meilleure d’entre elles est la premiéere
fusion, qui correspond & un Khi2 de valeur 54,17. La probabilité d’ indépendance associée est 1,73 10™ (loi du Khi2 & 2 degrés
de liberté). Cette fusion qui entraine une croissance de la probabilité d’ indépendance est donc refusée.

La variable sepal width a donc été discrétisée en trois intervalles. Dans le premier intervalle, la classe Iris setosa est trés
rare. Dans le second, il y a équilibre entre les trois classes. Dans le dernier intervalle, la classe Iris setosa est de loin la plus
frégquente.

25  Complexité algorithmique

On va évaluer la complexité algorithmique de la méthode de discrétisation Khiops par rapport au nombre d’instances N de
la base de données de travail. Dans le pire des cas, les instances prennent des valeurs toutes différentes pour la variable a
discrétiser.
Si I’on se base sur les étapes de |’ algorithme Khiops, on obtient une complexité algorithmique en N°.
. Initialisation: en Nlog(N)
. Optimisation de la discrétisation
e Répéter (au plus N étapes)
e Evaluer toutes les fusions possibles d’intervalles adjacents : N évaluation de Khi2 (en N)
e Chercher lameilleure fusion: en N
e Evaluer laconditiond'arrét: en1
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On va montrer que I’ on peut optimiser I’ algorithme et le ramener a une complexité algorithmique en Nlog(N). Le calcul du
Khi2 sur un tableau de contingence complet demande N étapes de calcul de Khi2 ligne.

Khi2 =" Khi2l,

Le calcul du Khi2 correspondant alafusion de deux lignesi eti’ (i’ =i+1) peut s écrire de lafagon suivante:
Khi2F, = Khi2l, + Khi2l,, + Khi2l,

k<i k>i'

Khi2F, = Khi2l, + Khi2l,, — Khi2l, — Khi2l,
k

Khi2F,. = Khi2+ DeltaKhi2,,

Gréce & I’ additivité du critére du Khi2, le Khi2 lié a une fusion d’intervalles peut étre évalué en une seule éape s I'on
connait le Khi2 initial. Si I’on mémorise toutes les valeurs de Khi2 ligne et de DeltaK hi2, la recherche de la meilleure fusion se
fait en recherchant le meilleur DeltaKhi2. Aprés une fusion d'intervalles, seuls les intervalles adjacents a I’intervalle fusionné
doivent étre mis a jour pour préparer |'étape suivante. La partie critique de I'algorithme devient alors la recherche de la
meilleure fusion a chaque étape. Cette recherche est en N. Si I’on trie préalablement la liste des fusions possibles, et que I’on
maintient cette liste triée au cours de I’ optimisation de la discrétisation, la recherche du meilleur ément est en 1, au prix du
colt de gestion de la liste triée. Les arbres binaires de recherche équilibrés (AVL Binary Search Tree par exemple) permettent
de gérer une telle liste triée en maintenant I’ ordre dans laliste lors d' insertions/suppressions & un co(t logarithmique.

En se basant sur la mémorisation des Khi2Ligne et des DeltaKhi2, sur le calcul incrémental des Khi2 et sur |’ utilisation
d une liste triée de type arbre binaire de recherche équilibré, on arrive alors & une complexité globale de Nlog(N).

Algorithme Khiops optimisé
e |nitialisation
Tri desvaleurs de laloi source : en Nlog(N)
Création d'un intervalle éémentaire par valeur delaloi source: en N
Calcul desKhi2 ligne et du Khi2 initial : en N
Calcul desDeltakhi2: enN
Tri des fusions par valeur de DeltaKhi2 : en Nlog(N)
Calcul de la probahilité d'indépendance entre laloi discrétisée et laloi cible: en1
e  Optimisation de la discrétisation
. Répéter: N étapes
e Chercher lameilleure fusion : en 1 en prenant le premier élément de lalistetriée
e Evaluer lacondition d' arrét
v' Arréter s toutes les contraintes sont respectées ou si la probabilité d’indépendance augmente suite alafusion
v Continuer sinon (et effectuer lameilleure fusion)
e Si continuer : effectuer lafusion d'intervalle
e Calcul duKhi2Ligne pour le nouvel intervalle: en 1
e Calcul des DeltaKhi2 pour les deux intervalles adjacents au nouvel intervalle
e Miseajour delalistetriée des Deltakhi2 : en log(N)
v' Suppression du DeltakKhi2 du nouvel intervalle
v' Suppression des anciens DeltaKhi2 des intervalles adjacents aux deux sous intervalles sources du nouvel
intervalle
v" Ajout des nouveaux DeltaKhi2 des intervalles adjacents au nouvel intervalle

On peut noter que I’ occupation mémoire nécessaire pour |’ algorithme est également en Nlog(N). On doit en effet mémoriser
N Khi2 lignes, N DeltaKhi2, et une structure de liste triée de type arbre binaire de recherche équilibré qui a une occupation
mémoire de Nlog(N).

La version optimisée de I’ algorithme Khiops a la méme complexité que la version optimisée de I’ algorithme ChiMerge, ce
qui rend laméthode utilisable y compris sur des bases de données trés volumineuses.

3 Comparaison théorique avec les méthodes basées sur le Khi2
3.1 Propriétésdesfusions d'intervalles pour la méthode Khiops

Soit une distribution des modalités cible p,, p,, ...p,. Soit une premiére ligne de Khi2, d' effectif n, pour des proportions de
modalités cibles a. Soit une seconde ligne de Khi2, d'effectif n’, pour des proportions de modalités cibles b,
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Ona p,=1, Ya;=1, > b, =1.
j J J

Les effectifs observés et théoriques sont an et pn pour la premiere ligne, bn' et pn’ pour le second ligne. Les Khi2 lignes
sont

Khi2l = ;{2 a’?/p, —1] et Khi2l'= n’[Z b2 /p, —1].
j J

On envisage la fusion des deux lignes de Khi2. Les effectifs observés et théoriques de la ligne fusionnée sont an+bn’ et
p(n+ 1),
LeKhi2 ligne delafusion est

n+b.n '
Khi2r'=(n+n) Y lopsbm)esm} [1]
j D
L e regroupement des deux lignes entraine une modification du Khi2, DeltaKhi2 = Khi2l"-Khi2l — Khi2[’ .
(n+ n’X(a]n + bjn’)/(n + n))2 —na;’—n'b}
D

DeltaKhi2="y [2]
J

Yy nn ("./_b./)z
DeltaKhi2 = " z]: ’ [3]

Lafusion de deux lignes de Khi2 ne peut que faire décroitre lavaleur du Khi2. Laloi du Khi2 a cependant moins de degrés
de liberté. Si le Khi2 décroit suffisasmment faiblement (voire ne décroit pas), la probabilité d’indépendance correspondante
diminue. Sinon, cette probabilité augmente.

3.2  Comparaison avec ChiMerge

Pour la méthode ChiMerge, on considére le tableau de contingence local aux deux lignes. Dans ce contexte local, la
distribution des modalités cibles q,, g, ...q, apour valeurs g, = (ajn + b].n')/ (n+n’). Pour évaluer I’intérét delafusion des deux
lignes, on calcule le Khi2 de cette table locale du Khi2.

SommeKhi2l = n[za‘—f—l]+ n’(zi—l] [4]

J 4 J 4

o a5, f
SommeKhi2l = - 2/’ 7 (5]

Le calcul du critére d’ arrét pour les méthodes Khiops et ChiMerge conduit donc a une expression mathématique similaire.
Par contre, I'interprétation du critére est radicalement différente. La distribution des modalités cibles est globale a toute latable
pour Khiops (proportions p), alors qu’ elle est locale aux deux lignes adjacentes de |a table pour ChiMerge (proportions q).

Pour Khiops, on s arréte si:

Proba(Khi2+DeltakKhi2, (n-2)*(J-1)) < Proba(Khi2, (n-1)* (J-1))

Pour ChiMerge (paramétré par une valeur ProbaSeuil), on s arréte si:

Proba(SommeKhi2l, J-1) > ProbaSeuil

Cela illustre une différence essentielle entre les méthodes. ChiMerge fonctionne de fagon locale, aors que Khiops tient
compte des proportions de modalités cibles globales, du nombre d'intervalles global et de lavaleur globale du Khi2.

Letableau 5illustre la difficulté de choisir un seuil de Khi2 pour ChiMerge.

Tableau 5 : Choix de lameilleure fusion d’intervalle pour Khiops et ChiMerge.

Initial table Khiops ChiMerge Fina table
0] 100| achiz Lchi2 Prob

| 6| 94| [ -072 | 619| 0013 6| 194
| 24| 76| | -6.48| | 12.71| 0.000

| 30| 70| [=0.72] | 091 0339| | 54| 146

| 47| 53| | -578| | 610] 0013

| 53| 47| %02 [ 072 039 | 100| 100

| 70/ 30| | -578| | 610] 0013

| 76| 24| |:072] | 091 0339 |146| 54

|| [ 04| 6| |-648] | 1271] 0000
100 o [B072] | 619 0013] | 104| 6

Le tableau de contingence initiale, sur la gauche, représente un échantillon de 1000 instances avec deux modalités cibles
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équidistribuées. Dans le tableau initial, on a une série de paires d'intervalles ayant des effectifs voisins, et il parait naturel lors
d'une discrétisation de fusionner chaque paire d'intervalles, ce qui correspond au résultat obtenu dans le tableau de contingence
final, sur la droite. Les évaluations des fusions d'intervalles, DeltaKhi2 pour Khiops et LocalKhi2 pour ChiMerge sont
présentées dans les colonnes centrales.

Onaici un Khi2 total pour le tableau global de 449,2 égal a environ 50 fois le nombre de degrés de liberté. En se référant a
I’ étude du calcul numérique des DeltaKhi2 en annexe, les fusions de Deltakhi2 supérieur a -5 sont acceptées, les autres sont
refusées. Pour I'algorithme Khiops, les cing fusions « évidentes » sont acceptées et considérées comme équivalentes. Pour
ChiMerge, les fusions centrales (autour de p=0,5) sont largement préférées aux fusions extrémes (p = 0,03 ou 0,97). Lafusion
entre les lignes 30-70 et 47-53 est méme préférée a la fusion entre les lignes 0-100 et 6-94. Dans ce cadre, il est difficile de
choisir le bon seuil pour I'agorithme ChiMerge.

En conclusion, la méthode ChiMerge comporte plusieurs faiblesses intrinseques qui sont résolues par la méthode Khiops.
Les caractéristiques purement locales de ChiMerge entrainent des difficultés pour trouver un paramétrage du seuil de Khi2
optimal. Tout seuil fixé par I’ utilisateur ne sera pertinent qu’ a certaines étapes de I’ algorithme (problémes d' échelles liées ala
taille de I’ échantillon initial et au nombre d'intervalles) et avantagera a tort les fusions d’intervalles dont les proportions locales
sont proches de I’ équipartition. Le critére global utilisé dans Khiops résout ces problémes en calculant un critére d’ arrét auto-
adaptatif en fonction de la taille de I’échantillon et des spécificités locales des intervalles évalués équitablement parmi
I”’ensembl e de toutes les fusions possibles.

3.3  Comparaison avec ChiSplit

Khiops est un algorithme ascendant et ChiSplit est un algorithme descendant, ce qui rend la comparaison entre les deux
méthodes plus difficile que pour ChiMerge. Le critére d arrét de ChiSplit est trés délicat a gjuster car il dépend de facteurs
d échelle (nombre de lignes du tableau), de I'importance des singularités de I’ attribut a discrétiser, et de la position de ces
singularités dans la table du Khi2.

On vareprendre le premier exemple utilisé pour ChiMerge pour illustrer I’ ensemble de ces problémes dans le tableau 6.

Tableau 6 : Choix de lameilleure fusion d'intervalle pour Khiops et ChiSplit

Initial table  Khiops ChiSplit Final table
0| 100| AChi2 ~ Chi2S  Prob
| 6| 94| | -0.72| | 111.11| 5.59E-26 6| 194

| 24| 76 -6.48 | | 220.90 | 5.76E-50
[ 30| 70| |02 [T27429) 1.32E-61 54| 146
| 47| 53| | -5.78| | 326,67 5.11E-73

| 53| 47| [R0.2) ['327.18 3.95E-73| | 100 100

| 70| 30| | -5.78| | 326.67| 5.11E-73

| 76| 24| 02 27429 132661 | 146| 54

[|| 94| 6| | -648] | 220.90| 5.76E-50
100| o P02l [11111] 55926 | 194| 6

On est ici dans des ordres de grandeur de 10 & 10™ pour le seuil de Khi2 & utiliser. Pour des échantillons de taille
supérieure (de I’ordre de 10000 individus ou plus), on se retrouverait aux limites de la précision numérique des machines (de
I’ordre de 10°°), ce qui rendrait impossible le choix d’un seuil. Par ailleurs, la coupure optimale trouvée par ChiSplit est de
découper au milieu du tableau du Khi2. En effet, cette coupure donne deux lignes d’ effectifs 107-393 et 393-107, qui constitue
une excellente coupure de I’ensemble en deux intervalles. Mais de ce fait, la coupure a séparé irrémédiablement les lignes 47-
53 et 53-47 qui seraient intuitivement a fusionner. L’ approche de I’ algorithme ChiSplit qui combine recherche des structures
globales et algorithme glouton présente donc des faiblesses qui peuvent géner I'identification des régularités locales de la
variable a discrétiser.

4  Améliorationsdela méhode

4.1 Limites dela méthode

Il faut dissocier la méthode de I’ algorithme et de son implémentation. Le principe de la méthode est de rechercher parmi
tous les regroupements en intervalles possibles celui qui minimise la probabilité d’'indépendance entre laloi discrétisée et laloi
cible. Cette probabilité est mesurée par laloi du Khi2 appliquée au tableau de contingence entre loi discrétisée et loi cible. Pour
amédliorer la fiabilité statistique de I'agorithme, un effectif minimum dépendant de la taille de I’ échantillon est gjouté pour
contraindre larecherche de la meilleure partition en intervalles. A ce niveau de principe, la méthode Khiops parait robuste.

L’ algorithme nécessite une bonne approximation de la loi du Khi2 pour des valeurs trés importantes de nombre de degrés de
liberté et de Khi2. L’ évaluation exacte de laloi du Khi2 serait I'idéal, mais elle n’est pas disponible dans la pratique. De plus,
on arrive aux limites de la précision numérique des ordinateurs pour des probabilités d'indépendance proches de zéro.
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Lecalcul de I’ effectif minimal par intervalle résulte d' un choix heuristique, et n’a pas de fondement solide. Théoriquement,
ce calcul devrait S appuyer sur une estimation statistique prenant en compte précisément la distribution des modalités cibles et
contrélant la probabilité de sur-apprentissage.

L’ algorithme de recherche est un agorithme glouton qui prend en compte la contrainte d’ effectif minimum de la fagon la
plus souple possible. Cette heuristique garantit un temps d exécution super-linéaire, ce qui est indispensable dés que I'on
s attague a des problémes de Data Mining tirés du monde réel. Par contre, il est clair que I’ algorithme ne conduit pas forcément
a la solution optimale et que I’on peut méme construire des exemples le mettant en défaut, notamment en ce qui concerne la
prise en compte des contraintes d effectif minimum. Il est néanmoins inenvisageable de rechercher la solution optimale du
probléme de la discrétisation optimale.

Les limites de la méthode proviennent d’avantage de son implémentation que de son principe. Le probléme critique de
I’évaluation de la loi du Khi2 a été résolu pour la méthode Khiops initiale. Nous présentons en annexe des méthodes
numeériques permettant d’ approximer le logarithme de la probabilité associée au Khi2 et de calculer de fagon tres précise les
variations du Khi2 contrélant le critére d’ arrét de I’ algorithme Khiops, et ce pour de trés larges domaines de valeurs.

Lalimite la plus importante est |’ utilisation de I’ effectif minimum pour lutter contre le sur-apprentissage. L’ effectif utilisé,
égal alaracine carrée de lataille de I’ échantillon, est ala fois trop important pour permettre d'isoler des petits intervalles trés
riches en information, et trop faible pour offrir une véritable garantie contre le sur-apprentissage. Nous allons illustrer ce
dernier point en rapportant les résultats d' une expérimentation, qui consiste a discrétiser un attribut indépendant de I’ attribut
cible. Cette expérimentation montre que les discrétisations aboutissent a plusieurs intervalles et a un indicateur de qualité de la
discrétisation ProbLevel non nul, ce qui laisse supposer a tort que I’ attribut discrétisé contient de I'information sur I attribut
cible. Cela traduit un sur-apprentissage, d’autant plus important que la taille de I’ échantillon d’ apprentissage est élevée. Le
tableau 7 présente les résultats (en moyenne) de 100 discrétisations d' attributs indépendants de I’ attribut cible, pour différentes
tailles d’ échantillon.

Tableau 7 : Résultats de discrétisation d’ un attribut descriptif indépendant de I’ attribut cible

Taille| Nombred intervalles| ProbLevel
100 24 1,46
1000 41 2,33
10000 8,2 4,59
100000 17,6 9,50
1000000 37,3 20,36

La méthode Khiops ne permet donc pas de définir un niveau « plancher » en nombre d'intervalles ou en valeur de
ProbLevel correspondant aux attributs indépendants de I attribut cible. Le choix empirique de I’ effectif minimum n’est donc
pas satisfaisant en présence d attributs sans intérét prédictif. De plus, il ne tient pas compte du nombre et de la distribution des
modalités cibles.

4.2  Amdlioration par analyse de la statistique de I’ algorithme

421  Présentation

L algorithme Khiops envisage toutes les fusions possibles d'intervalles, choisit la meilleure fusion, et si le critére d’ arrét
n'est pas atteint, effectue cette fusion et réitére ces opérations. Dans le cas ou I'attribut descriptif et I’attribut cible sont
indépendants, le résultat souhaité serait que Khiops aboutissent a un seul groupe terminal, c'est adirealaconclusionqu'il n'y a
aucune valeur informationnelle dans |’ attribut descriptif.

Pour deux attributs indépendants, la valeur du Khi2 suit une loi de probabilité dont I’ espérance et la variance sont connues.
On va de méme étudier laloi du Deltakhi2 (variation de la valeur du Khi2 lors de la fusion de deux intervalles) dans le cas de
deux attributs indépendants. Lors du déroulement de I'algorithme Khiops, un grand nombre de fusions sont envisagées, et
Khiops a chaque étape choisit la meilleure de toutes ces fusions en optimisant le critére du Khi2, ou ce qui est équivalent en
optimisant le critére du Deltakhi2 (e Khi2 de départ est fix€). Khiops arréte les fusions quand la valeur du meilleur DeltaK hi2
devient trop importante. Pour deux attributs indépendants, il faut cependant continuer les fusions jusgu’a ce qu'il ne reste qu’ un
groupe final égal al’ échantillon initial. Il faut alors que le plus grand Deltak hi2 rencontré au c